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Структура площинних графів із множиною 
точок, досяжною на торі. Частина І. 


Вивчення структури площинних графів, що мають певну множину точок Х, таку, що Ї,; (Х ) »1 


і досяжну на торі д,, є метою статті. 


Вступ 


Розглянемо задачу побудови скінченного простого графа С, С - (М, Б) із зада- 
ними наперед родом Р та числом досяжності В множини вершин, де Р, В 20. У світлі 
теорії мінорів Сеймура та Робертсона, яка спирається на теорему, за якою для зада- 
ного графа із нескінченної множини скінченних графів знайдеться інший граф, що 
буде мінором заданого графа. Відзначимо, що мінор означатиме результат виконання 
операцій стягування в точку чи видалення певної послідовності ребер скінченного 
простого графа С доти, доки його сутність пов'язана із поставленою задачею. А саме 
для випадку нашої задачі із параметрами Р - 1, Б - 1 такими є графи Куратовського- 
Понтрягіна К33з та Кз., Згідно з |6) наш спосіб побудови полягатиме в заміні деяких 
ребер щі (чи їхньої частини) графа С", гомеоморфного Кз з чи К», на графи Коз та Км, 
які приєднуються до графа Си, де 1 - 1,2,..т, шляхом ототожнення граничних 
вершин (чи двох внутрішніх точок) довільного ребра и із двома заданими верши- 
нами графів К»з чи Ка. Точніше будемо розглядати такий спосіб приєднання як одне 
с-перетворення графів С" та Нна граф С, де Н- Коз чи Н- Ку, визначене за двома 
точками, розуміючи під точкою або кінцеву вершину ребра, або внутрішню точку ребра. 
Матимемо твердження: якщо площинний граф С, отриманий зазначеним вище способом, 
то число досяжності множини вершин не перевищуватиме т - 1. 


Основна частина 


Основні визначення та позначення взяті із Пп) ; 2) - 


Визначення 1. Позначимо через Г (С, б ) множину усіх неізоморфних 2-кліткових 
вкладень /,/ :С-» дб графа С в 2-многовид дб. Будемо говорити, що відносно 
вкладення /,/ є К (с, б ) множина Х, складена з точок графа С, має число досяжності 


ра (Х ,Ї 4Я де Їс 64 М й ТЕ і", якщо існує найменша за включенням підмножина Їз, 4 


множини б (С, ра ) , що задовольняє умові: 


(мі, (ах, (і є 3 1П)0(Х, є ХХ, ге (пк ь)«|Упкує кою) 
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Визначення 2. Будемо говорити, що множина Х має на б число досяжності 
АР я якщо виконується умова: І«(Х,б) е тіні, (Х, 7), де ХМ/, /є Е(С,б), 
причому вкладення /, при якому досягатиметься мінімум, назвемо вкладенням, ре- 
алізуючим число 1, (Х б ). Множина Х зветься досяжною на д, якщо виконується рів- 
ність 1. (Х,6)-1. 

Позначення 1. Позначимо через найменшу по включенню підмножину і, у 
множини 5(С, 4 ), що задовольняє умові визначення І, де вкладення / реалізує І, 
пааарой РФ 

Надалі будемо вважати, що С -- блок, а вкладення /,/:С -»д, реалізує число 
досяжності 1, (Х), де і (Х)- 1, 0,(Х ) - характеристика множини Х, наведена в |З. 
Вважатимемо, що 0,(Х)с- 0. Через 5, позначимо зовнішню грань графа / (с). 
Будемо позначати через /,/:С -» д, таке вкладення, при якому множина Х 
досяжна на торі д,. 

Зауваження 1. Будемо позначати через а, б замкнуті криві тора, не гомотопні 0, та 
будемо називати ці геодезичні криві тора а меридіаном тора, Р -- паралеллю тора; від- 
ношення гомотопії позначимо ». 

Визначення 3. Будемо позначати через Н уз» з найменший за включенням 
підграф графа С, що містить аз, /45,, де 5,,5; Є 5(С, ї , та частинний підграф НІ", 
стягнутий відносно Х/,, до наступних п'яти графів, де Х, - Х 149, Х , з Х С45,. 


І. К,;, у якого вершини степені 2 мають своїми прообразами точки х,, що 
задовольняють відношенню: (УК)(К - а) Ж 2) "ЯКЕ єХИХ, Ї, 

2. о , де Кк? - К,, у якого точки у,, у, належать несуміжним ребрам, мають 
прообразами х, є Х;, х, Є Х.. 


3. К,, усі вершини якого мають своїми прообразами точки хи», - ща , Які за- 


довольняють відношенню: (УК)(К «г» ее) Ха 2) зе «ХИХ, Ї, 


о 
4. К," -ф - образ графа 2, 51, (у,), отриманий в результаті ф-перетворення: 


(знах (клі) 


де 2 - простий цикл довжини 4, 2, - (а, 15») - зірка із центром в точці уд, 
5.) - Їу, ї: Дві точки графа КУ, г- (а, чу ) У Є (а; б у.) мають прообразами х,; У, 
які задовольняють відношенню: (Ук, К Р ЯСЕЛ пХуж г). 
5.К кої отриманого шляхом наступного ф -перетворення: 
2 
ж ж ПАСИВ ЧІ) жк )|2 
Чк У (а.а,,), хаб а») лот ік: Ла у | 


і такого, що його вершини а;,а; мають своїми прообразами точки х; Х», відповідно, 


Ми о 2 
задовольняють співвідношенню: (Ук, К зі, ПЕ пХуж г). 
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Лема 1. Нехай Х - скінченна множина точок площинного графа С, де 
1:(Х) є 5121, (Х » 0), 15, 


|» задане вкладення /,/:С-» б, реалізує І.(Х,ф)), 
М «а ТИ і) - множина підграфів Н, графа С, які задовольняють визначенню 3. Якщо 
множина Х досяжна на д,, то мають місце наступні твердження: 

а) кожний підграф Н,Н є М графа С містить простий цикл 2, такий, що / (2) - 
замкнута крива, не гомотопна 0; 

6) якщо кожен підграф Н,Н є М має ту властивість, що довільний його простий 


цикл г має образ /(2) або гомотопний 0, або гомотопний а (а - геодезична крива 
тора), то тоді існує простий цикл 2" графа С, такий, що: 

1) г" не входить в ОН у» де МН, ЄМ; 

2) Її (2) гомотопний бБ-другій геодезичній кривій тора; 

в) якщо існують підграфи Н",Н" з множини М, Н'о Н" - (9, то кожний простий 
цикл цих підграфів графа С має образ, гомотопний або 0, або одній і тій же 
геодезичній кривій тора; 
г) якщо існують прості цикли 2, графа Н,, де і - І,2,3,1Н й. с М, які задовольняють 
умові: (/(2, ) - /(2,) - а) ве (7(2, ) - Б), то маємо співвідношення: 

(зі -1,2)(2, 02, є 9). 

Доведення. Нехай виконується умова леми. Покладемо, що множина Х досяжна 
на дб. Доведемо твердження а). Припустимо, що деякий підграф Нєє М не містить 
простого циклу 7, такого, що /(2)-- аабо /(2)- - Ь. Тоді вкладення /І|Н:Н -»д, 
є вкладенням підграфа Н в площину д,. Тоді має місце |/,, (Х оН )-2, причому 
вкладення / | Н реалізує /,, (Х оН ) на б, та б,. Це означає, що має місце /, (Х ,б ) ри 
що неможливо з умови досяжності Х на б,. Припущення неправильне. Твердження а) 


доведено. Доведемо твердження б). Нехай кожний підграфр Н графа С має 
властивість: кожен простий цикл 7,2 є Н має образ / (2), який є кривою на торі, що 


може бути стягнута або в точку, або до кривої а. Тоді граф / (с) повинен мати 


- ' м ГА ' 
простий цикл 2, такий, що ПР )з Ь та т'є СН; ; 


де об'єднання по всіх графах Н,. 
Якби не існувало такого 7", тоді вкладення /:С -» б, не буде 2-клітковим, що 


суперечить умові. Припущення неправильне. Твердження б) доведено. Доведемо твер- 
дження в). Нехай Н"',Н" не перетинаються між собою та належать до М. При- 


пустимо, що існують такі прості цикли 7", 7", які належать до Н", Н" відповідно, та 


' . . 
крива / (2') гомотопна а, крива / (2") гомотопна Р. Так як криві а, Б мають спільну 


точку, то цикли 7,2" мають спільну точку, що суперечить умові. Припущення не- 


правильне. Твердження в) доведено. Твердження г) очевидне. Доведення леми 
закінчено. 

Наслідок 1.1. Якщо множина Х досяжна на торі, то для кожної підмножини 
5 (Х ), що співпадає із б и де іс» іс к, Кк»), можливі тільки наступні 


випадки: 
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а) границі цих клітин гомотопні одній і тій же кривій тора; 
б) границі двох клітин гомотопні одній кривій, а границя третьої гомотопна 
другій геодезичній кривій тора. 
Позначення 3. Покладемо, що і- 1, ) «2, - 3. Позначимо через М, множину 
їНьь Ні Но » через Н підграф У, ,,Н,. Позначимо через Е, такий підграф графа 
де М, з їз) 


найбільша за включенням підмножина множини 0) (С, / Й; Зо (Х ), де вкладення / 


С, що К, - Ма, де об'єднання за всіма елементами 5" множини М,, 


реалізує І; (Х ) , та яка має наступні властивості: 
ау (У - наз, оС! зе Є)8- (аз мів! СС! з Є9)8 (а! газ оС зе ЇЇ; 


б) зовнішня грань 5, графа //| в, (ке ,) має границю а5,, гомотопну 0; 


ї 2 
в) підграф Н.,, Н, - Е, баб, паз, графа С містить простий цикл, гомотопний одній 


з гомотопних кривих тора; 
гу (ЗІ зТЕЦЕВТО уп, 5 (аз, па обр), де 5, - зовнішня грань графа /"(С), 
ЛІС-зб; 
д) (У к)(к/- ЦО) пу) (зу є Зо (ХУ М8ьві |). 

Зауваження 2. В тому випадку, коли М - 0, будемо вважати, що Б, - аз, 0 аб... 


Розглянемо випадок А. З точністю до перенумерації існують тільки наступні 
підвипадки: 


ал1) (Хі, з ПИ)3Да, га, 20); 

а.2) (аз, п 48, «» 0) с (аз, с(аз, Са, ) - 0); 

а.3) (дз, п. з, «» 0) 42 (аз, сл аз, «с» 0)4с (аз, го дз, - 0). 

Оскільки 0, (с) - 0, то інші підвипадки неможливі. 

Лема 2. Припустимо, що Б, - б, Б; з Б, В; - Б; та має місце підвипадок 
а.1. Виконуються наступні твердження: 

0) Для кожної пари 2-кліток коні, де і « ),,/- 8, існує підграф Н,, який 
разом з підмножиною Х п (аз Са ) задовольняє визначенню 3; 

1) Існує пара простих циклів 7, та 7, графа С, які мають найменшу довжину 


| . 3 ню 
та разом з парою підграфів (в Е), де К'є Е ; У , задовольняють співвідношенню 3. 


(Мі, і 12 32, г РА щ с де С, - простий ланцюг графа С, такий, що 


С, дз, Сун Среда дя Са Я Со З два дя САС О8 з "О5 уд) 


де 5, - ЗОВНішня грань й ( АР ЕЇЕ ЗИ а вкладення /:С -» б, реалізує 1 9194 В 
2) Існує пара різних найкоротших простих ланцюгів С.,і - 1,2 графа С, де 


С,яС; (ал а яр яким притаманна властивість: для кожного простого ланцюга С, 


2 
знайдеться інший простий ланцюг С, С є| |3; такий, що пара (С Є розділяє на 
і-1 
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з 
площині д, деякі елементи множини Х/П й 5 ) які є точками простого циклу 7 
чі 


графа С, де 7 «Це, Ме ев. де Еї - нетривіальний граф; 


3) Підмножина хв) складається тільки з кінцевих вершин ланцюгів 
С, 


і/? 


дебреГІ 
Доведення. Нехай виконується умова леми 2. Покладемо для визначеності, що 
аз,, де і - 1,2,3 можуть стягуватися до замкнутої кривої а. Твердження 0) випливає 


з теореми | |4|. доводемо твердження 1). очні наступні мицурари графа С: 


СаО дядя Са Я Са З дв) Шаво СаїСзт дяк Чдв, 98 
де 5, - зовнішня грань графа (7 | Є Хе ). а вкладення /" з реалізує 
зар; 


ї - Простий ланцюг графа С (можливо, що довжина деяких з цих 


ланцюгів дорівнює 0, тобто ланцюг вироджується в точку). В силу умови досяжності 
множини Х на д, та умови підвипадку а.1) існує простий цикл 2, графа С, який 


2 
М ; 3 5 
містить точно два підграфи З МНОЖИНИ а Я Й й . Для визначеності покладемо, що 
ГА Ліві 


Си Су Со С», належить до 2,. За допомогою вкладення /, / :С'-» до 


підграфи К,і-1,2 вкладені у тор так, що кожен простий цикл, що належить 


2 3 
підграфам С ож б з) мав би образом криву, стягнуту або в 
1 2 


точку, або до однієї і тієї геодезичної кривої тора. Це можливо тільки тоді, коли: 
а) існують прості цикли 2,2, графа С найменшої довжини та разом з парою (7, )), 
де і - І 2т) - 1,23; 


б)множина Х с (ЕИЕ,) може містити тільки кінцеві вершини ланцюгів бу» 


2 3 : 
де ПЕ Гей ЕР , мають властивість: 7, сів -Су , 


Твердження 1) доведено. 
Доведемо твердження 2). Припустимо, що в графі С не існує вказаних 
ланцюгів С,. Тоді із твердження 1) випливає, що вкладення /,/:С-»д, реалізує 


і, де їз1(Х), та має властивість: Г(Х)с 2(2,. Це включення суперечить 
визначенню певного числа Я а ). Припущення неправильне. Це означає існування 
пари різних простих ланцюгів С, графа С, де С, - С, (ацьа»),і - 1,2, таких, що: 
2. 
М 5; 9 ; " 
а) для кожної С, знайдеться простий ланцюг С, де се Ук |на що пара 


ізі 


3 
ланцюгів (С, С) розділяє на площині деякі елементи множини хе Ць | 
ізі 


притаманні простому циклу 2,7 "ув у. Б, МС, Тобто ССС, я. 


ізі 
Твердження 2) доведено. Доведення леми 2 закінчено. 
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Лема 3. Нехай виконується підвипадок а.2 та виконуються інші позначення 
леми 2. Тоді мають місце наступні твердження: 

0) Виконуються твердження 0), 1), 2) леми 2; 

1) Якщо виконується співвідношення: 

ІВ овоб (Б ОБед)в((3і-12ХІВ 0242-10), 

то має місце твердження 3) леми 2. 

2) Якщо виконується умова: (У і, 1-1,2)| (Б по 2, "а )82(|Е СГ Е|«»0)), 
то мають місце наступні твердження: 

2.1) Якщо існує простий цикл 7, 23 Е, с С, який задовольняє наступним умовам: 

а) згп7-Бо г 7 

б)» Егоігофядсоо док; 

в) Бог офзсго да г»; 


де 7 - один і той же цикл із множини (7,) /, то має місце наступне включення: 
КОХА СО 4з, ус (048 ЛО Е)0 С); дв); 


2.2) Якщо не існує вказаного циклу 7, то має місце твердження 3) леми 2. 
2.3) Якщо існує пара циклів ( 71, 72 ) підграфа БЕ» графа С, яка задовольняє 
умовам а), б), в) твердження 2.1), то має місце включення: 


СХ о (0; ав) с (0 45401 5)00(0 (2, о (0; 45, ))). 


Примітка. У наведених вище твердженнях підграф ЕК; графа С може бути 
тривіальним та всі твердження леми 2 справедливі з точністю до перенумерації 
клітин 5). 

Доведення. Нехай виконується підвипадок а.2). Неважко впевнитися у 
справедливості тверджень 0), 1), 2) леми 2. Покажемо, що один із підграфів Е, і - 
1, 2,3, графа С може бути тривіальним. Дійсно, якщо припустити, що ЕР - (а,), 
ЕР) з Га,), тобто ці графи тривіальні, то для пари (81, 82), (82, 853) не виконується 
твердження 0), тобто суперечність. Таким чином, тільки один з підграфів БЕ; 
(вважатимемо, що це Е|) може бути тривіальним. 

Доведемо твердження 1). Нехай виконується співвідношення цього твердження. 
Можливі такі варіанти: 1) ЕЕ ОБ, - 2;2) Е СЕ, я 9 та підграф Е|; має більше однієї 
спільної вершини з циклами 71, 7», наведеними у твердженні 1) леми 2. В силу умови 
випадку А та досяжності множини Х 7 ( г 48, ) на торі маємо, що вкладені підграфи 
Б|Е(Е), 1- 1,2, мають наступну властивість: кожен простий цикл 7, с 45, 0 ДЕ (КЕ), 
і- 1,2, стягується або до однієї і тієї геодезичної кривої тора, або в точку. Тоді 
виконується твердження 3) леми 2. 

Доведення твердження 2) проведемо шляхом розгляду його частин. 

Нехай виконується співвідношення, наведене в умові твердження 2). Тоді 
кожен цикл 7; має з підграфом Е,, 1- 1,2, тільки одну спільну вершину а; причому 
Е! та Е, перетинаються один з одним. Доведемо 2.1) леми 3. Покладемо, що підграф 
БЕ; має простий цикл 7, який задовольняє умові а) твердження 2.1 леми 2, та для 
визначеності вважатимемо, що 7/ 5 71. Згідно з прийнятими в твердженні 1) леми 2 маємо, 
що цикл 2 містить простий ланцюг Сз, де С С, - ССо(ац,а,), а, Єв О2,17- 1,2, 


причому а , є 48 |, а Є д5 ,. В силу умови досяжності на торі б; та умови випадку А 
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маємо вкладення РО -2б1, побудоване наступним чином: підграфи Г|Е (Е/ 171) 0 48, 
де 1- 1,2, графа С містять прості цикли, що стягуватимуться або до однієї 
і тієї геодезичної кривої тора, або в точку, а ї(7) - простий цикл, який 
стягуватиметься до іншої геодезичної тора. Тоді отримаємо включення: 
КХ о (0 з) с (ФА ЛЕ) (2 о (С 4з,)), що й треба було довести. 

Доведемо 2.3). Доведення аналогічне попередньому та відрізняється тільки 
тим, що цикли 7) 1 - 1, 2, стягуватимуться до однієї 1 тієї геодезичної кривої, а 
кожний простий цикл підграфа 8 Е (Е (7) ) 0 48; стягуватиметься або в точку, або 
до однієї і тієї геодезичної кривої тора, відмінної від кривої, до якої стягуватимуться 
цикли Й 7). Тоді маємо включення: 


КХ о (Оз) є (Оз, 0 БУ СО (2, 0 (0 дз; ))), 


що й треба довести. Доведення твердження 2.2 випливає з доведення 2.1. Тверджен- 
ня 2) доведено. 


Висновки 


Отримані результати мають бути використані в другій частині цієї статті. 
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